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1. Introduction
On a souvent fait le reproche a` la Me´canique Quantique de manquer la
plus belle des proprie´te´s de la Me´canique Classique : le de´terminisme.
“... il faut re´soudre les e´quations...” [1] semble eˆtre le credo classique, couple´
a` l’ide´e que la solution de telles e´quations donne une description comple`te des
phe´nome`nes. Ne´e justement afin de palier une incomple´tude de la Me´canique
Classique, celle qui fait que deux “points mate´riels” attire´s l’un vers l’autre
par la loi de la gravitation universelle se choquent au bout d’un temps fini
et sortent alors du paradigme classique, la Me´canique Quantique a, de`s ses
de´buts, ne´cessite´ l’introduction de l’ale´a : la dynamique quantique est certes
stable, mais vit dans un “espace” qui “nous” est inaccessible dans sa tota-
lite´, et l’acce`s au syste`me quantique se fait une projection sur un bord de
cet espace, au moyen du processus de mesure. De plus cette projection est
ale´atoire, comme nous le pre´ciserons plus bas.
Faire un proce`s a` la Me´canique Quantique, plutoˆt a` son inde´termisnime,
c’est oublier un peu vite le traumatisme cre´e´ par Poincare´ a` la fin du XIXe`me
sie`cle lors de son abandon du paradigme laplacien de stabilite´ [8]. De petites
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variations des conditions initiales (a` l’origine des petites variations des pa-
rame`tres de l’e´quation de la dynamique) font apparaˆıtre de grands effets.
Le joyeux de´terminisme laisse la place, en particulier dans la pratique, a`
une impre´dictibilite´ soucieuse. Pour de tre`s longs temps d’e´volution cette
impre´dictibilite´ prend le dessus sur le de´terminisme et par ide´alisation du
passage a` la limite des temps infinis, l’impre´dictibilite´ se change carre´ment
en inde´terminisme.
Ces deux ale´atoires sont de nature fort diverse : le classique e´tant ex-
trinse`que, du` a` notre manque d’information totale sur les conditions initiales,
alors que l’ale´atoire quantique est intrinse`que, la violation des ine´galite´s de
Bell en a donne´ la preuve.
Nous allons tenter dans cet article de pre´senter de fac¸on informelle des
re´sultats re´cents qui mettent en jeu un possible recouvrement entre ces deux
notions d’ale´atoire.
2. La Me´canique Quantique
L’inde´terminisme quantique est un inde´terminisme d’acce`s. Il surgit lorsque
nous essayons de connaˆıtre le syste`me, d’e´tablir certaines de ses proprie´te´s,
bref d’effectuer une “mesure”. L’e´volution strictement quantique est tout a`
fait de´terministe : que ce soit dans le cadre de la me´canique des matrices
ou de celui de l’e´quation de Schro¨dinger, le syste`me e´volue en suivant une
“e´quation”, aussi belle que celles de la Me´canique Classique. Mais peut-
on parler raisonnablement d’e´volution strictement quantique, c’est a` dire de
l’e´volution d’un syste`me sans notre de´sir de le connaˆıtre ? Comment meˆme
pourrait-on imaginer, dans la science moderne, exempte de tout obscuran-
tisme, une telle chose ? D’autres s’en sont charge´s, la science se doit de se
confronter a` l’observation. C’est un point qu’elle partage, d’ailleurs, avec la
philosophie.
Il n’y a donc qu’une e´volution quantique, et elle contient pleinement le
phe´nome`ne de la mesure. Et c’est la` que l’inde´terminisme intervient. Moyen
e´conomique d’acce`s au “monde” quantique, extraordinairement puissant et
cohe´rent.
Nous allons passer en revue les quatre axiomes de la Me´canique Quantique,
sans rentrer dans les de´tails (voir [7] pour un expose´ plus pre´cis, quoique non
technique).
Un syste`me quantique est de´crit par un vecteur, et donc l’ensemble des
e´tats d’un syste`me est un espace vectoriel. C’est l’Axiome I, qui fixe le
cadre cine´matique et dont il faut retenir surtout le fameux principe de su-
perposition, l’ide´e qu’il y a un +, et que l’on peut sommer des e´tats. La
juxtaposition, et surtout l’interaction de deux (sous-)syste`mes met en jeu la
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notion mathe´matique de produit tensoriel ; l’Axiome II nous dit comment
“fabriquer” l’espace des e´tats : on prend le produit tensoriel des deux es-
paces d’e´tats des deux (sous-)syste`mes. La notion de produit tensoriel n’est
pas simple, et repre´sente une extension de la notion habituelle de produit : sa-
chant que l’espace des e´tats doit eˆtre un espace vectoriel, il faut conside´rer non
seulement les produits d’e´tats originaux provenant des deux (sous-)syste`mes,
mais aussi les sommes de tous ceux-ci 1. Et c’est bien la` que la saveur quan-
tique prend toute sa dimension : la somme de deux e´tats produits n’est plus
force´ment un e´tat produit. C’est dans ce phe´nome`ne d’intrication que la na-
ture quantique e´chappe a` la culture classique, et c’est ici que la mesure sera
ne´cessaire. Une premie`re partie de l’e´volution est donne´e par l’Axiome III
qui stipule une e´volution unitaire, c’est a` dire qui pre´sente cette ide´e tellement
che`re a` la science moderne : la conservation d’une quantite´. Ici la quantite´
conserve´e sera la norme du vecteur-e´tat, que l’axiome suivant va interpre´ter
en termes de somme (totale) de probabilite´s.
En effet l’Axiome IV permet, entre autres, de palier les effets de´vastateurs
(de´vastateurs de notre culture classique, mais non de notre ide´e de cohe´rence)
de l’axiome II. Effectuer une mesure c’est projeter l’e´tat du syste`me sur un
vecteur particulier, correspondant a` un re´sultat possible de la mesure. Cette
valeur particuli`rere (par exemple la position), et donc le vecteur correspon-
dant, sont “choisis” au hasard, hasard intrinse`que a` la the´orie.
Nous renvoyons le lecteur a` [7] pour plus de de´tails et de ge´ne´ralite´, mais,
pour ce qui va nous inte´resser ici, nos allons nous concentrer sur la probabi-
lite´ de pre´sence associe´e a` la fonction d’onde. Un syste`me quantique qui ne
posse`de que des degre´s de liberte´ classiques, c’est-a`-dire position-impulsion,
est repre´sente´ par une fonction d’onde, de´finie sur l’espace et a` valeur com-
plexe. Lorsque l’on dit que le module au carre´ de la fonction d’onde repre´sente
une probabilite´ de pre´sence, on entend que, lorsque l’on effectue la mesure
correspondant a` la position, l’Axiome IV stipule que le re´sultat peut eˆtre
un point quelconque de l’espace, et que si l’on effectue plusieurs fois la me-
sure sur un syste`me dans le meˆme e´tat ψ, on obtiendra la valeur x avec
une probabilite´ |ψ(x)|2. Bien que cette formulation fasse re´fe´rence explicite-
ment a` une collection d’e´venements, il faut remarquer que les postulats de
la Me´canique Quantique envisage des e´ve`nements uniques, et que l’aspect
probabiliste re´ve`le toute sa saveur dans les cas extreˆmes : le cas ou` la pro-
babilite´ est nulle et celle ou` elle prend la valeur maximale, c’est-a`-dire 1. Ce
dernier cas est obtenu, et se doit de l’eˆtre sous peine de manque de conti-
nuite´, lorsque l’on effectue une seconde mesure “juste apre`s” la premie`re.
Cette proprie´te´ est valide´e par la deuxie`me partie de l’Axiome IV qui dit
1. pour eˆtre rigoureux toutes les combinaison line´aires
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que, lors de la mesure, le vecteur d’e´tat est projete´ sur un vecteur particulier
associe´ au re´sultat de la mesure : celui qui pre´dit avec probabilite´ 1 la meˆme
valeur du re´sultat lors d’une mesure poste´rieure. Ainsi on se trouve amene´ a`
une repre´sentation de la Me´canique Quantique dans laquelle une mesure est
associe´e a` un ope´rateur (matrice) dont les valeurs propres sont les re´sultats
possibles et les vecteurs propres associe´s sont ces fameux vecteurs d’e´tats
post-mesure. Et il suffit, pour que l’axiomatique soit “cohe´rente”, que la pro-
babilite´ d’obtenir la valeur x soit le module au carre´ du produit scalaire de
l’e´tat du syste`me avec le vecteur propre correspondant.
Il est d’usage de pre´senter la Me´canique Quantique comme une modi-
fication, une de´formation de la Me´canique Classique. Mais la Me´canique
Quantique e´tant, jusqu’a` pre´sent, la the´orie fondamentale de la physique,
il conviendrait plutoˆt de prendre l’habitude de voir la Me´canique Classique
comme une situation limite, un bord de la the´orie quantique. Ceci peut eˆtre
re´alise´ simplement graˆce a` l’usage des e´tats cohe´rents.
Introduits de`s la se´rie des articles fondateurs de Schro¨dinger en 1926, les
e´tats cohe´rents constituent une famille de vecteurs d’e´tats, de´pendant de la
constante de Planck ~ et indice´s par deux variables : une de position q et
une d’impulsiion p. On peut les voir comme la famille d’e´tats minimisant les
ine´galite´ de Heisenberg
(1) ∆P∆Q ≥
~
2
,
mais les deux proprie´te´s fondamentales dont ils jouissent sont, tout d’abord,
qu’ils ge´ne`rent tout l’espace des e´tats, a` la fac¸on d’une base (non-orthonorme´e)
“continue”, c’est-a`-dire que tout vecteur d’e´tat se de´compose sur les e´tats
cohe´rents ; ensuite que la famille des e´tats cohe´rents reste presque invariante
par l’e´volution quantique ge´ne´re´e par l’e´quation de Schro¨dinger. Le “presque”
e´tant guide´ par la constante de Planck, et devenant exact lorsque celle-ci
s’annule. Ainsi donc, a` la limite semi-classique ou` ~ → 0, l’e´volution quan-
tique, lorsque la condition initiale est un de ces e´tats cohe´rents, se confond
avec un flot sur cette famille, cette sous-varie´te´ de l’espace des e´tats. C’est
ainsi que “l’espace (de phase) classique”, espace des positions-impulsions, se
(re)trouve de´ja` pleinement dans la Me´canique Quantique, comme espace des
indices d’une famille de vecteurs particuliers e´voluant “entre-eux”, si l’on
peut dire.
Quelques remarques s’imposent. Tout d’abord faut-il vraiment que ~ →
0 ? C’est-a`-dire doit-on changer la the´orie pour que la Me´canique Classique
apparaˆısse ? La re´ponse est non : la Me´canique Classique est vraiment dans
la Me´canique Quantique, au bord de celle-ci. Il suffit pour s’en convaincre
de remarquer que toutes les proprie´te´s a` ~ → 0 se retrouvent par exemple
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dans l’atome d’hydroge`ne lorsque l’on conside`re les e´tats tre`s excite´s proche
du continuum d’e´nergie. Ensuite ce re´sultat d’invariance de la famille d’e´tats
cohe´rents par l’e´volution quantique est-il valable a` tout temps ? Quid de
l’impossibilite´ d’associer une trajectoire (voir [2] dans ce meˆme volume) ?
La re´ponse a` la premie`re question est bien suˆr ne´gative est sera le cœur
de cet article. En e´voluant un e´tat cohe´rent se de´forme et plus le temps
augmente plus cette de´formation est significative. A la limite des temps longs
elle devient meˆme geˆnante, nous en parlerons plus bas. Retenons seulement
pour l’instant que l’espace de phases de la Me´canique Classique apparaˆıt dans
la Me´canique Quantique et que l’on peut ainsi de´finir l’e´volution classique en
suivant l’e´volution quantique des e´tats cohe´rents.
3. La Me´canique Classique
Une diffe´rence fondamentale entre quantique et classique re´side dans l’ide´e
d’un espace absolu pour la Me´canique Classique. L’e´volution classique se
de´roule en effet dans un espace fixe, d’acce`s imme´diat pour l’observateur,
et qui n’est pour ainsi dire que le re´ceptacle de la the´orie [3]. Nous avons
(entre autres) vu dans la section pre´ce´dente comment cet espace apparais-
sait, indic¸ant les e´tats cohe´rents, famille spe´ciale de vecteurs d’e´tats. Com-
ment apparaˆıt le cote´ “absolu” d’un tel espace ? Et comment apparaˆıt-il dans
une the´orie hautement non-absolue, puisque baignant dans l’ale´atoire suite
a` l’Axiome IV ? C’est graˆce aux probabilite´s justement, plus exactement a`
leurs extreˆmes.
Les ine´galite´s de Heisenberg (1) qui sont, rappelons le, un The´ore`me et non
un principe, stipulent que l’on ne peut pas eˆtre mieux localise´ autour d’un
point de l’espace de phases qu’a` une e´chelle ~. Mais justement, rien n’empeche
de conside´rer des familles d’e´tats, de´pendant de ~, et tels que ∆P∆Q ∼ ~
2
.
De tels e´tats peuvent avoir la proprie´te´ de “tendre” vers un point de l’espace
de phases, i.e. lorsque ∆P ∼ ∆Q ∼
√
~
2
. Mais nous verrons plus loin que ce
n’est pas la seule possibilite´, et que des e´tats satisfaisant ∆P∆Q ∼ ~
2
avec
∆P ∼ ~/2 et ∆Q ∼ 1 (ou meˆme ∆Q ∼ 1√
~
) peuvent eˆtre aussi inte´ressants
et apparaissent aussi. Mais revenons au cas ∆P ∼ ∆Q ∼
√
~
2
.
Dans la limite ~ → 0, l’aspect probabiliste de la the´orie quantique ne
disparaˆıt pas, mais plutoˆt se singularise en n’autorisant plus que 0 et 1 comme
valeur possible de la loi de probabilite´. C’est l’aspect absolu qui entre en jeu.
Une fois cette remarque faite, il ne reste plus qu’a montrer que le “support”
d’un e´tat cohe´rent e´volue suivant les lois de la dynamique classique pour
avoir une image comple`te.
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C’est donc un premier exemple de confrontation entre inde´termisnime
quantique et, cette fois, pre´dictibilte´ classique ; le point mate´riel. Nous ver-
rons plus loin comment l’hypothe`se ∆P ∼ ~/2 ∆Q ∼ 1 ruine cette vision,
mais nous avons besoin tout de suite de regarder d’un plus pre`s le sacro-saint
de´terminisme classique.
Finissons cette section en insistant encore sur un malentendu tre`s courant :
comment la constante de Planck peut-elle tendre vers ze´ro ? Comme nous
l’avons de´ja` dit, la limite semi-classique n’est pas en dehors de la the´orie
quantique, elle en est un bord, rappelons-nous l’exemple de l’hydroge`ne.
4. La sensibilite´ aux conditions initiales
La me´canique classique est, quant a` elle, parfaitement de´terministe. Ce-
pendant le phe´nome`ne de la sensibilite´ aux conditions initiales a change´, a` la
fin du XIXe`me sie`cle et graˆce aux travaux de Poincare´, la vison de la notion
de stabilite´. La sensibilite´ aux conditions initiales exprime que, quelle que
soit la proximite´ de deux conditions initiales, on peut toujours trouver, pour
tout nombre I, un temps T tel que, pour tout temps ulte´rieur, on trouvera
une condition initiale aussi proche de la condition initiale choisie qui, apre`s
e´volution, se trouvera se´pare´e d’au moins I de la situation finale. En terme
mathe´matiques cela s’exprime ainsi :
∃I ∈ R+, ∀ǫ > 0, ∃t = t(I, ǫ) tel que ∃x, |x− y| ≤ ǫ, |Φt(x)− Φt(y)| ≥ I,
ou` Φt(x) est le point e´volue´ a` partir de x au temps t.
C’est a` dire que l’on peut toujours trouver deux conditions initiales aussi
proches que l’on veut qui se retrouvent se´pare´es d’une distance donne´e apre`s
avoir suffisamment attendu.
Une autre fac¸on de dire la meˆme chose consiste a` remarquer que la sensi-
bilite´ aux conditions initiales implique que, si l’on conside`re pour simplifier
un point fixe y invariant par la dynamique (ou un point pe´riodique, cela re-
vient au meˆme), il existe un ensemble Λy de points x qui tendent vers y par
e´volution a` temps ne´gatif. On de´finit ainsi :
Λy := {x/|Φ
−t(x)− y| → 0 quand t→∞}.
La the´orie des syste`mes dynamiques chaotiques permet de montrer en ge´ne´ral
que Λy, de´finie de fac¸on ensembliste, comme classe d’e´quivalence, est en fait
un ensemble particulier et “gentil” : c’est une varie´te´ diffe´rentiable. Dire que
Φ−t(x)→ y quand t→∞ signifie que Φ−t(x) a une limite, donc que Φ−∞(x)
existe pour tout x ∈ Λy et que cette limite est y, ∀x ∈ Λy.
Cela semble sugge´rer que Φ−∞ existe comme flot sur l’espace de phase,
mais il n’en est rien. En effet, bien que le passage au temps infini soit tout a`
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fait crucial pour les syste`mes dynamiques (ergodicite´, sensibilite´ aux condi-
tions initiales, syste`mes inte´grables), le flot a` temps infini n’existe pas. Seules
existent des traces “faibles”. Par exemple l’ergodicite´ s’exprime ainsi :
lim
T→+∞
1
2T
∫ T
−T
f ◦ Φt =
∫
Fdµ.
On inte`gre d’abord, puis on prend la limite.
Cependant, si l’on garde l’ide´e d’un flot “infini”, on peut formellement
“inverser” la phrase Φ−t(x) → y quand t → ∞. Et l’on obtient le sche´ma
suivant :
Φ−t(x)→ y, ∀x ∈ Λy quand t→∞
m
Φ−∞(x) = y, ∀x ∈ Λy
m
Φ+∞(y) = x, ∀x ∈ Λy
m
impre´dictibilite´ ∼ inde´terminisme
Stricto sensu cette suite d’e´quivalence n’a pas de sens, puisque Φ±∞ n’existe
pas. Elle re´sume cependant tre`s bien le sens profond de la sensibilite´ aux
conditions initiales : la Me´canique Classique, dans ses aspects chaotique, est
impre´tictible. Et cet impre´dictibilite´ froˆle l’inde´terminisme dans le passage,
non “autorise´”, au temps infini.
Y-a-t-il moyen de donner un sens a` tout cela ? La Me´canique Classique
est-elle, au fond, inde´terminisme ?
Nous allons voir bientoˆt, et ce sera le re´sultat principal de cet article, que la
Me´canique Classique, vue comme venant de la Me´canique Quantique (c’est-
a`-dire la “vraie” situation classique), peut se donner elle-meˆme une telle
“autorisation” concernant ce phe´nome`ne.
5. L’e´volution quantique a` temps long
La Me´canique Quantique est line´aire, c’est bien la` son moindre de´faut. On
trouve parfois cette phrase dans la bouche de ceux qui la trouvent fade vis-a`-
vis de la Me´canique Classique chaotique. La line´arite´ implique, en particulier
8 T. PAUL
et dans le cas de spectres discrets, une e´volution quasi-pe´riodique. Loin de
toute “chaoticite´” et autre ale´atoire.
Or une telle vision est e´ronne´e pour (au moins) deux raisons : tout d’abord
re´duire la Me´canique Quantique a` une the´orie line´aire, c’est oublier la mesure
(qui ne l’est pas). De plus l’argument invoquant la quasi-pe´riodicite´ ne vaut
que pour un ensemble finie de fre´quences. Ce qui n’est pas ge´ne´ralement le
cas, et ce qui, de toute fac¸on, disparaˆıt a` la limite semiclassique, puisque le
nombre de valeurs propres par intervalle spectral fini augmente quand ~→ 0.
Ces deux faits sont a` la base de la discussion ci-dessous.
Nous allons donc conside´rer des situations dans lesquelles l’e´volution sera
donne´e a` grand temps, typiquement :
t ∼ T (~),
avec T (~)→∞ quand ~→ 0, et prendre ensuite la limite ~→ 0.
On restera donc “quasi-pe´riodique” pour chaque valeur de ~, mais on per-
dra cette proprie´te´ a` la limite semiclassique.
Remarquons que les situations concerne´es font appel a` des hamiltoniens
“confinants”, c’est-a`-dire qu’il ne s’agˆıt absolument pas de the´orie de la
diffusion, pour laquelle le potentiel s’e´vanouit a` l’infini.
Nous allons de plus nous concentrer sur la situation e´le´mentaire ou` l’ha-
miltonien a la forme :
H := −
i~
2
(x
d
dx
+
d
dx
x)
Le flot quantique est alors obtenu par une simple dilatation :
(2) i~∂tψ = Hψ ⇐⇒ ψ
t(x) = e−t/2ψ0(e−tx).
Il se trouve qu’un tel mode`le est symptomatique de la situation ge´ne´rale. Il
refle`te parfaitement l’aspect hyperbolique des situations de chaos classique,
et son extension au cas de trajectoires pe´riodiques a` dimension quelconque
est facile.
Nous discuterons ce point dans la dernie`re section de cet article, mais
voyons tout d’abord l’incidence de la formule (2) sur la limite semiclassique.
6. Le passage a` la limite et la confrontation entre
inde´terminisme quantique et impre´dictibilite´ classique
Si l’on prend pour condition initiale un e´tat cohe´rent a` l’origine, c’est-a`-
dire
ψ0(x) = (π~)−1/4e−
x
2
2~ ,
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on trouve facilement que :
ψt(x) = (π~)−1/4e−t/2e−
e
−2t
x
2
2~ ,
c’est-a`-dire que l’e´tat commence a` se de´localiser.
Lorsque t ∼ 1
2
log(1
~
) l’e´tat est comple`tement decolcalise´ :
ψ
1
2
log( 1
~
)(x) = π−1/4e−
x
2
2 .
De plus lorsque t ∼ log(1
~
) on obtient :
ψlog(
1
~
)(x) = (
~
π
)1/4e−~
x
2
2 ,
c’est-a`-dire , quand ~→ 0,
ψlog(
1
~
)(x) ∼ (
~
π
)1/4 .
L’e´tat est uniforme´ment de´localise´ sur la droite re´elle, c’est-a`-dire sur la
varie´te´ instable associe´e au point fixe qui est a` l’origine.
Voyons maintenant comment “interpre´ter” ce re´sultat a` la lumie`re de l’in-
terpre´tation de la fonction d’onde. Si l’on effectue une mesure de l’observable
position, le re´sultat sera x avec la probabilite´ |ψ(x)|2.
Mais maintenant la loi de probabilite´ donne´e par |ψ(x)|2 est totalement
de´localise´e sur la droite re´elle (i.e. varie´te´ instable).
On voit donc que, en terme de mesure quantique, on peut “affirmer” :
Φ+∞(0) = x, ∀x ∈ Λ0 := droite re´elle.
On a donc autorise´ la chaˆıne interdite de la section 2.
Au fond qu’avons-nous fait ?
Nous avons applique´ les stricts postulats de la Me´canique Quantique :
mesure et e´volution.
Au de´but l’e´tat est localise´ en un point (e´tats cohe´rents) et la mesure, dans
la limite semiclassique, donne ce point comme re´sultat, avec probabilite´ 1.
Puis nous avons laisse´ cet e´tat e´voluer jusqu’a` un temps de l’ordre de log 1
~
.
Puis nous avons effectue´ la mesure de la position a` nouveau.
Et la` la probabilite´ est devenue uniforme´ment repartie sur la varie´te´ in-
stable, en contradiction apparente avec le paradigme classique, mais en accord
avec l’esprit de la sensibilite´ aux conditions initiales.
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7. Invariants et stabilite´ a` l’inte´rieur du chaos
Nous venons de voir que, pour l’e´volution quantique a` grand temps, la
fonction d’onde peut, alors qu’a` l’origine elle e´tait concentre´e en un point,
se de´localiser sur la varie´te´ instable issue de celui-ci. La ge´ne´ralisation de ce
phe´nome`ne concerne la notion de varie´te´ instable associe´e a` une trajectoire
quelconque [4]. On de´finit donc maintenant :
Λ±y := {x/|Φ
±t(x)− Φ±ty| → 0 quand t→∞}.
Les varie´te´s stables et instables sont covariantes par le flot dans le sens que :
Φs(Λ±y ) = Λ
±
Φ−sy.
En particulier ∪s∈RΦs(Λ±y ) est invariant par le flot.
On voit donc que la Me´canique Quantique a la proprie´te´, lors de l’e´volution
a` grand temps et la limite semiclassique, de de´localiser des e´tats cohe´rents,
initialement localise´s en un point (e´le´ment d’un espace absolu), en des e´tats
localise´ sur les in- ou co-variants de la dynamique classique. Ces nouveaux
objets, les invariants de la dynamique, sont en quelque sorte les e´le´ments
d’un nouvel espace absolu, l’espace des invariants de la dynamique.
Ces objets ne sont pas nouveaux, ce sont meˆme les outils fondamentaux
pour e´tudier la dynamique chaotique, donc a` temps long, mais ils gardent
dans la Me´canique Classique un statut d’outil, palliatif au fait que l’on ne
sait plus calculer, ou meˆme appre´hender, pour de telles e´chelles de temps, la
notion de trajectoire.
La Me´canique Quantique, ayant de`s le de´part abandonne´ dans son forma-
lisme la notion de trajectoire au sens de la ge´ome´trie du point, leur donne, a`
ces invariants, un vrai statut ontologique.
Mais il n’y a pas de raison que cela s’arreˆte la`. Puisque la Me´canique
Quantique a transforme´ le point en varie´te´ instable, elle doit, pour des e´chelles
de temps encore supe´rieures, transformer a` nouveau ces nouveaux objets
en quelque chose d’autre. C’est ce qui se passe dans l’exemple du “8” [5].
L’exemple des dilatations faisait en effet partir tout a` l’infini (temporel et
spatial). Mais tout en gardant l’infini temporel, il est possible de compactifier
l’aspect spatial en conside´rant l’exemple suivant. Conside´rons maintenant un
hamiltonien de la forme :
h(q, p) = p2 + q2(q2 − 1).
Cela correspond a` une particule dans un potentiel de la forme d’un double
puit. Les deux varie´te´s instables sont les deux branches d’un “8” incline´ : les
trois invariants de la dynamique sont les deux branches du 8 et le point fixe.
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On peut dans ce cas calculer le flot, dans la limite semiclassique a` temps
multiple de t = log 1
~
. On trouve ainsi un mouvement entre les deux branches
du 8 et le point fixe, au milieu. Cette nouvelle dynamique est une dynamique
sur les invariants de la dynamique classique, comme la dynamique pre´ce´dente
l’e´tait sur les points de l’espace absolu.
8. Conclusion et lien avec d’autres disciplines
Nous avons essaye´ dans cet article de montrer comment les notions, en prin-
cipe tellement diffe´rentes, d’inde´terminisme quantique et d’impre´dictiboilte´
classique pouvaient se superposer dans la limite des grands temps d’e´volution
couple´e a` la limite semiclassique. Il est apparu que l’inde´terminisme quan-
tique, et son aspect probabiliste donne´ par l’interpre´tation statistique de
la fonction d’onde, est non seulement en accord avec la Me´canique Clas-
sique, mais qu’il donne une justification a` la notion de flot a` temps infini
en Me´canique Classique : la sensibilite´ aux conditions initiales peut eˆtre
en effet vue, dans la limite ou` le temps d’e´volution diverge, soit comme
inde´terministe (un point donnant lieu a` une varie´te´ instable), soit comme
flot ge´ne´ralise´ transformant un point en un ensemble de dimension supe´rieure.
La Me´canique Quantique unifie les deux graˆce a` l’interpre´tation probabiliste
couple´e a` la de´localisation de la fonction d’onde.
Il apparaˆıt ainsi, me semble-t-il, une notion ontologique donne´e a` la no-
tion d’invariant de la dynamique. Les varie´te´s instables, invariants de la dy-
namique, deviennent ainsi un objet e´pais, important : le lieu des possibles
lorsque l’on effectue une mesure quantique, le support de la loi de probabilite´.
Ce couplage, qui de´truit la notion d’espace absolu habituelle pour la rem-
placer par celui des invariants de la the´orie classique, fait apparaˆıtre le roˆle
important joue´ par ces dits invariants.
L’e´tude des invariants d’une the´orie est un grand standard de la science
moderne. On le retrouve en permanence en mathe´matique et physique, mais
aussi en biologie etc. Remarquons pour finir que ce jeu qui consiste a` emboˆıter
une nouvelle dynamique sur l’espace des invariants de la pre´ce´dente sugge`re
que le caracte`re principal de la Me´canique Quantique, qui est la stabilite´, en
principe incompatible avec l’hypothe`se chaotique de la Me´canique Classique,
pourrait bien eˆtre finalement explique´e, dans des cas simples, par une dyna-
mique stable sur les invariants de la dynamique instable. C’est en tous cas
ce que nous a montre´ l’exemple du “8”.
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